Equazioni differenziali
Equazioni del secondo ordine
riducibili al primo ordine

Caso 1: mancanti della y

y' = f(t,y).
Si pone y' = z e si ha
2= f(t,z2).

Sirisolve in z e per ottenere y si integra I'equazione

(1) = 2(t) = y(t) =y(tg) + /t(j z(s) ds.

Esercizio 1

Risolvere
y' = ()3
{y(0) =5
ky’(O) = 1.

Sia I l'intervallo massimale di esistenza.

Sostituzione: Ponendo z = ¢’ ci riconduciamo

al sistema
o = 23
z(0) =1



Risoluzione dell’equaz. in z: la soluzione stazionaria

e 2z(t) =0. Essendo 0 < z(0) = 1, per con-
fronto ricavo che

z2(t) >0 Vtel.

Separando le variabili (posso dividere per z perché
z(t) >0 su I) si ha

/Z(t)idz—/ldsil ]j(t)—t

e cioe

1 R 1
2z2(t)+__tz>z O=1—%

Poiché 2z & sempre positiva, concludo

1 1
t) = Vit I =1 — — .
W) == Vi€ ( 00,2)

Risoluzione dell’equaz. in y: Da y'(t) = z(t) segue

t 1
y(t) = y(0) + /O s s

:5+/Ot(1—23)—%ds

(1-2s)% 1 ]t
I (2,

—6—vI—21

:5+{



Ritroviamo che l'intervallo massimale su cui y
& derivabile due volte & proprio I = (—oo,%).

Esercizio 2
Risolvere

4 /
y// — Y

y(0) = 2In(2)
y'(0) = —2In(2)

7\

Sia I l'intervallo massimale di esistenza.

Sostituzione: Ponendo z = 3’ ci riconduciamo

d

2 = exp(z)
2(0) = —2In(2) = —In(4)

Risoluzione dell’equaz. in z: Separando le vari-

abili si ha

/Z(t> 1 dz = t 1ds = [—e_z]zgg)) =t

—e 2 4 IN(4) =4 o 720 =4 _ ¢,
Concludo

z(t) =—In(4—-t) Vtel=(—00,4).



Risoluzione dell’equaz. in y: Da y'(t) = z(t) segue

t
y(t) = y(0) + [ [~In(4-5)] ds

Integrando per parti si ha

—/Ot|n(4—8) ds
B /Ots (4_—18

ta _ t 4
— Sds—/ ds — tIn(4 — t)
04 —s 04 —s

) ds — [sIn(4 — 3)]6

=t4+(4—t)In(4—t) —4In(4)
e quindi

y(t) = t+(4—1) IN(4—t)—3In(4) Yt € [ = (—oc0,4).

Esercizio 3
Risolvere

o 4 Aty = _fe—2t7

y(0) =1
¥'(0) =0

N\




Sia I l'intervallo massimale di esistenza.

Sostituzione: Ponendo z = ¢’ si ha

24 4tz = 42t
z(0) = 0.

Risoluzione dell’'equaz. in z: ho un'equazione lin-
eare del primo ordine in z, con

2
a(t) =4t e b(t) = —4e 2.
Dunque I = R e per calcolare z trovo
t 2
A(t) =/O4sds=2t :
Usando la formula risolutiva

2 [t 5.2 2
2(t) = e 2 /0628 (—4e 25 ) ds

t
= e_2t2/()(—4) ds

2
= _4te 2",

Risoluzione dell’equaz. in y: Da y'(t) = z(t) segue

y(6) =y(0) + [ =(s)ds

t
=1 —i—/o —486_282 ds

t
=1+ [6_282] = e_2t2 vVt e R.
0



Esercizio 4

Risolvere
fy// — —et(y’)Q
y(0) =1
v/ (0) = -1

Sia I l'intervallo massimale di esistenza.

Sostituzione: Ponendo z = ¢’ si ha

o = _els2

2(0) = —1.
Si osservi che z(t) = 0 & la soluzione stazionaria
con dato z(0) = 0. Per confronto abbiamo

z2(t) <0 Vtel,
quindi possiamo dividere per z nella separazione

delle variabili. Risoluzione dell’equaz. in z: Sep-
arando le variabili si ha

z(t) 1 t 112(1) .
foy [ 9= fyerae= 2] =< -1

e cioe




L'intervallo massimale di esistenza per z & (—o0, In(2)):
infatti, =5 & definita su R\ {In(2)}. Tut-
tavia, z, in quanto soluzione di una equazione
differenziale, si considera definita su un inter-
vallo. Tale intervallo deve contenere ¢t = O,
dove €& data la condizione iniziale. Quindi,
essendo In(2) > 0, l'intervallo & la semiretta
(—o0,In(2)).

Si noti che su tale intervallo et — 2 < 0.
Risoluzione dell’equaz. in y: Da vy/'(t) = z(t) segue

v =y(©O) + [ 2(yas=1+ [ T,

Tratto l'ultimo integrale con l|la sostituzione
( =¢e° = d¢ = e®ds e quindi

t 1 ¢
foo—a%= =
0esS—2 0 625—263 CQ 2C

. 1
_/1 (2(<—2> N 2<>

= 2 (¢ — 2)) — In(chg

— %m(z ey % In(et).

ds.

(nell’ultimo passaggio ho usato che et —2 < 0).
Quindi

() = 1+% In(2—et)—%t Vi e I = (—oco,In(2)).



